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Questions de cours : (2 x 3 pts)

Exercice 1. (4pts)

(1) La v.a. X; prend (presque stirement) ses valeurs dans U'intervalle [0, 1] donc

1 si t<0.
P(X;>t) = 1—t si tel0,1].
0 si t>1.

(2) Les v.a. X;,i > 1 étant i.i.d., on a
PY,>t) = P(Xy>t...;X,>1))
= P(X;>1)"
1 si ¢t <O.

= (1=t si tel0,1].
0 si t>1.

(3) Premierement,

Fy,(t) = 1-P,>1t)
0 si t < 0.
= 1—(1—t) si telo,1]
1 i t>1.

R {0 si t<0.

1 si t>0.

On reconnait la fonction de répartition de la v.a. nulle donc (Y},),>1 converge
en loi vers 0.

Deuxiemement,
t
Fy ) = 1-PY,>-)
n
0 si t<O.
= I1—(1-54)™ si telo,n].
1 si t>n.

. 0 s t<0.
1—e?t si t>0.

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre 1
donc (nY,),>1 converge en loi vers la loi exponentielle de parametre 1.

Exercice 2. (4pts)

(1) La loi exponentielle de parameétre A correspond a la loi I'(1, A) donc

A
o) =35
1




(2) Les v.a. X;,i > 1 étant i.i.d., on a

¢z,(t) = E[e"]
E[eitZZ:1Xk]

_ H E[eith]
k=1

o\ M-t
On reconnait la fonction de répartition de la loi I'(n, A) donc Z,, est de loi
C(n, A).
(3) On remarque en utilisant la FDT que

G n (2)]

D’apres la LEGN, (Z,,/n) converge presque surement vers E[X;] = 1/\ donc
(g est continue), (g(Z,/n)) converge presque surement vers g(1/\). De plus, g
est bornée donc d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

ol (3)] 2=l ()= ()

Exercice 3. (3pts)
(1) On réécrit

filz) = ; (%6_$/21R+(:p)) —|—% (2\/1%6—m2/2.4) ‘

On a ici un mélange de la loi £(1/2) et de la loi Normale N(0,4). Soit
Uy, Uy, Us, Uy des v.a.i. de loi uniforme sur [0,1]. On utilise la méthode de

Box-Muller pour simuler la loi Normale. On pose S = —21In(Us), 0 = 27U,.
Alors,

X =1 2(U)(=21(Ua)) + 12y (U1)(2VS cos(6))
a pour densité fi.

(2) Par un simple calcul, la fonction de répartition de la loi de Weibull est donnée
par

Fy(t) = (1— ") 1g, (2).

L’inverse de F5 est donnée par

1 1/a
u—>ln< ) .
1—u

On utilise la méthode de la fonction inverse. Soit U de loi uniforme sur [0, 1],
la v.a.

1

" (ﬁ)/ (ou (—In0)"/e)

a pour densité fs.



(3) Un simple calcul de maximum donne

fale) _ " exp(b(1—a)

folz) al(a) = T(a+1)
ot b = a®(1=®_ On utilise la méthode du rejet. On génére une suite (X;, cfo(X;)U;), 1 >
1 ou les v.a. X; sont indépendantes, de densité f5 et les U; sont des v.a.i.i.d.

de loi uniforme sur [0, 1], indépendantes des X;. On s’arréte au premier indice
i tel que cfo( X ) Uiy < f3(Xi,). Alors, X, a pour densité f3.

Exercice 4. (4pts)
(1) D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

o “ Var(X,,)
P (| X, —an®| > on) < 520
M
B—2«
< ?n

(2) ny = [k*/?*=8]. D’apres (1),
(6% [e% M —z
ZP<|Xnk —ang| = dny;) < ﬁznf ’
k>1 k>1

Or n’g_%‘ ~ 1/k?* donc la série ci-dessus converge.
On note pour tout k > 1,

Ay = {| X, — ang| = n}.
D’apres le lemme de Borel-Cantelli,
P(limsup A;) =0
k

ou de maniere équivalente

P<UﬂAg):1.

n k>n

Pour presque tout w € €2, pour tout > 0, il existe n tel que pour tout k > n,

Nk

—al <d
«

Ty,

ce qui signifie que <i—’§“)k converge presque surement vers a.
(3) Pour tout n, il existe k = k,, tel que
277 < m< [k + 17207
(prendre k, = [n?*=/2|). Les v.a. X,,,n > 1 étant croissantes, on a

20 ) Kparnsy X |G+ DY) X gaysecsy
no |_(kn + 1)2/2a—BJa-

ne Lki/?a—ﬁJa - pno -
La convergence presque sture de X,/n® vers a découle du fait que par (2),

‘ T il X e +1)2/20-6 -
les suites e, et Thni1)2/7—F]a convergent presque surement
Lkn 1) 1 n n>1

vers a.



